Sime Sulj

Bézierove krivulje

Medu crt&im priborom krivuljar svojim
oblikom posebno plijeni naSu paznju. Zgodna
ali i veoma korisna igkka! Treba li dvije toke
na nekom nacrtu spojiti zakrivljenom crtom
mozZe se to &initi vrlo jednostavno rubnim
dijelom krivuljara. Njime je mogte dobiti
razlicite krivulje. Traze se obno nesto oku
ugodno jer je oblikovanje postalo vrlo vazno.
Istina je da danas mnogi crtaju ali malo tko
rucno, pa se ni krivuljari vise ne rabe talesto.
Najce&e se crta na zaslonwrmala. Programi
za crtanje raspolazu alatima za crtanje raznih
linija i oblika. Svi, patak i oni najjednostavniji,
kao Sto je prograrBojanjekoji se nalazi méu
Pomagalimana vaSem raunalu imaju alat koji
se zoveKrivulja . Te krivulje odréene su
dvjema krajnjim tékama i jednom ili viSe
kontrolnih t@¢aka kojima se regulira
zakrivljenost njenih lukova. Tako dobivene
krivulje
zapravo se
nazivaju
Bezierove

numertki algoritam za izréun krivulja.

Geometrijska konstrukcija

Postavimo sada zadatak konstrukcije
jednog zakrivljenog luka Geogebrinom

geometrijskom prozoru. Pokusajmo najprij
Lopisati“ tangentama jednostavnu krivulju. &=

Potrebne su tri ttke, A i B kao rubne téke

i to¢ka C kao kontrolna téka. Podijelimo
duzineAC i BC tockama na deset jednakih
dijelova. U Geogebri dijeljenje duzine u
zadanom omjeru mozemo izvesti haredbo
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Za pomoc, pritisnite Teme pomodi na izborniku Pomod,

krivulje. Godine 1962. za potrebe oblikovanja aubbita

u Renaultovim tvornicama, rasirio ih je francuskienjer
Pierre Etienne Bézier(1910. — 1999.). Bezier je jedan od
utemeljiteljaCAD/CAM sustava (Computer-Aided
Design/ Computer-Aided Manufacturing). Krivulje je
zapravo nekoliko godina ranije uvaul de Casteljau,
fizicar i matematiar zaposlen u Citroénu. On je otkrio



A+tB-A,
gdje jet broj izmetu 0 i 1. Kako bismo dobili sve tke odjednom koristimo naredbu Niz:

N; = Niz[A+k (C-A), k, 0,1, 0.1],
odnosno
N2 = Niz[C +k (B - C), k, 0, 1, 0.1],

gdje sek mijenja od 0 do 1 s korakom pa@amja 0.1. Isto napravimo za duziBC. Spojimo
sada toke na duzinAC patevsi od téke A redom s tdkama na duzinCB naredbom:
Niz[Duzina[Element[N, k], Element[N, K]], k, 1, Duljina[Ny]].

Ova ugnije#ena naredba ztiadace program nacrtati niz duziga je prva rubna ttkak-ti
element niza N a druga rubna t&a k-ti element niza W\ Taj niz p&inje s prvim elementom
jednog niza i zavrSava s posljednjim elementomalgugza. Redni broj posljednjeg broja u
nizu je odrden naredbom Duljina[}.

Umjesto véeg broja duzina, odnosno
tangenti krivulja bite dovoljna jedna duzindE
kojace se rubnim t&kama gibati po duzinamacC

i CB. U tu svrhu potrebno je definirati klizau
granicama od 0 do 1, a potom zadajmo naredbe:
D=A+t(C-A) (1)
E=C+t(B-C) (2
Duzina[D, E],

F=D+t(E-D) (3)

Ovdje je t@ékaF diraliste. Ukljwtimo li moguenost ostavljanja traga tectae pri promjeni
vrijednosti parametrg tocka Fée ,pisati” krivulju. Istu krivulju mogde je dobiti kadokus
Za funkcioniranje naredldeokuspotrebne su dvije zavisneci®. Zato je umjesto parametra
definiranog preko klizéa, potrebno redefinirati parametareko t@éke koja pripada nekoj
duzini. Zadajmo duzin®Q i na njoj ta&ku R i definirajmo parametarnaredbom:

t = AfiniOmjer[P, Q, R].

Krivulju kao lokus dobivamo naredbom Lokus[F, Riitgm je vazan redoslijed ¢aka.
Zavisna tgka ide na prvo mjesto. Dobivena krivulja nazivaBseierova krivuljadrugog
reda. Bezierova krivulja drugog reda zapravo je lukabare.

Zadatak. Konstruirajte parabolu kojoj pripada dana Bezierksraulja.

Poma: poloviste teziSnice iz vrh@ trokutaABC pripada Bezierovoj krivulji (zasto?), pa se

konstrukcija svodi na konstrukciju parabole krazdéke. Probajte rijeSiti ovaj izazovan
zadatak!
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Dodamo li konstrukciji jos jednu
kontrolnu t@&ku, a princip konstrukcije
prosSirimo kao na slici 4 dobéemo Bezierovu
krivulju treéeg redg s kojom je vé mogue
oblikovati petlju. Po istom ri&lu konstrukciju
mozemo dalje usloznjavati na viSe redove.




Jednadzba Bezierove krivulje drugog reda

Uzmimo sada naredbu (3), odnosno jednadzbu kojomdobili tatku F. Ona glasi:
F=D+t(E-D).

Zamijenimo li take D i E formulama (1) i (2), nakon stianja dobit¢emo njenu
parametarsku jednadzbu:

F)= (L-tfA+2t (1 —t) C +1B, tO][0, 1].

Upisom izraza (1 — QA + 2t(1 — t)C + 1B u Geogebrino polje za unos, uz uvjet da su
prethodno definirane #&e i parametar mogue je izravno, bez konstrukcije potmh
tocaka, dobiti téku koja kao trag ili kadokuscrta krivulju.

Cijelo smo vrijeme koristili jednadZbe koje seavghju na radijvektor teaka s jedne
strane, a s druge strane koristili geometrijskeedbulLokus Zadajmo sada krivuljtisto
algebarski. Parametarskom jednadzbom izrazimo koatelt@aka Bezierove krivulje.
Prethodno zadajmo tritke A, B i C, te parametarkoji sada moze biti zadan kao broj ili
kliza¢. U polje za unos treba upisati naredbu za dobévknyulje:

Krivulja[(1 — t)2 x(A) + 2t (1 —t) x(C) + 2 x(B)(1 —t)2 y(A) + 2t (1 —t) y(C) + t2y(B), t, 0] 1

Zaklju éak

Uporaba matematike danas je ge&a u tzv. virtualnom svijetu, a to je ono Sto
ucenike moze viSe zaintrigirati. Ovdje je dan jedamplo eksperimentalni uvod u temu.
Konstrukcijama u Geogebri i préavanjem nekih internetskih sadrzaja mozete dablje u
problem. Evo nekoliko linkova sa sadrzajima i s @dwinim datotekama:

Bézier curvehttp://en.wikipedia.org

What's a Bézier Curvefitp://www.moshplant.com/direct-or/bezier
Geogebrino skladistéttp://www.geogebra.org/en/uploatiome/ english/ zbirad
GeoGebraWikihttp://www.geogebra.org/de/wiki/index.php/Bezier-Z008
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